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摘要：该文受 %&’()*+将检验方法用于估计未知参数的启发，根据三个拟合优度统计量导出三
种新的求取等值系数的方法，即：平方根等值方法（,-./’& 0**1 2’31&’3*+，,4052’31）、对称相对熵等值
方法（,677&1’32 0&8/139& :+1’*;6 2’31&’3*+，,0:2’31）、加权等值方法（<&3=>1&? 2’31&’3*+，<2’31），即 @/&A/’/
准则的加权式。虽然在被检验的两个分布列很接近时，这三个多项拟合优度检验方法是渐近等价

的，然而用它们求取等值系数时，B*+1& C D/’8*模拟结果表明这三种新等值方法的行为表现存在差
异。它们之间的差异和随机误差的大小有密切关系，即与项目参数估计的精度有关；还与等值系

数 E的范围有关。
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H 引言
众所周知，寻找等值系数的方法是一种估计方

法［H，#］，而估计与假设检验有紧密的关系［!］，比如参

数检验方法的构造直观上可以借用参数估计方法。

在项目反应理论（K05）中，%&’()*+ 将检验方法用于
估计未知参数，特别是对于两参数 L*=3)132 模型
（#MLB），当能力已知时，该方法估计项目参数效果
不错（可参见［G］）。在 K05框架内讨论等值，特别是
等值系数的求取过程中，我们受到 %&’()*+的启发，
也将三个拟合优度统计量［J］作为三种新的求取等值

系数的方法。经过数学论证，在被检验的两个分布

列很接近时，这三个多项拟合优度检验方法是渐近

等价的［J］，然而用它们求取等值系数时，这三种新等

值方法的行为表现如何？本文通过B*+1& D/’8*模拟
进行研究。

# K05测验等值的基本概念
从数学上讲，所谓等值，是要通过不同的测验 N

和 O得到的项目参数和能力参数的估计值，应用某
个具体的等值方法，求出等值系数 E和 %。注意等
值应遵从公平性原则，即同一被试的能力估计不应

受其参加的特定的考试形式的影响。因此，等值方

法或等值准则中，测验形式 N 与 O 是处于对称地
位，这一点与通常统计中应用回归分析时不要求自

变量与因变量地位对称是有根本不同的。K05 认
为，如果有两个不同测验形式 N和 O，项目 P是含在
这两个测验中的锚题，锚题参数在 N和 O中的值可

以不同，但它们之间存在一定的关系，比如对两参数

L*=3)132模型（#MLB），存在等值系数 E和 %（E"），使
得

!"# Q !$# % &，!"# Q &’$# R (，# Q H，#，⋯)
若同一被试!既参加了测验 * 又参加了测验

+，则其能力之间存在关系式

""! Q &"$! R (，!Q H，#，⋯,
除非另有申明，文中总假设!Q H，#，⋯,，# Q H，

#，⋯)。
! 三种新等值方法的提出
文章主要讨论如何根据统计检验方法导出求取

等值系数的新方法及新方法的一些良好表现，故为

了说明问题而不致太过繁琐，讨论最简单的 #MLB，
即

-$!# Q｛H R &S;［ C !$#（"$! C ’$#）］｝C H，

.$!# Q H C -$!# （H）

-"!# Q｛H R &S;［ C !"#（&"$! R ( C ’"#）］｝C H，

."!# Q H C -"!# （#）

! / H 平 方 根 等 值 方 法（ ,-./’& ’**1 2’31&’3*+，
,4052’31）
受如下所述的 T’&& C 7/+ C 5.(&6关于多项分布

拟合检验［J］

0#
12（$，"）Q G"

3
（ $# 3 C "# 3）

# （!）

的启发，注意到（!）中（$H，$#，⋯ $4）是多项分布列，而
（$，H C $）是一个二项分布列，将（!）式展开，则有：
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"#（$，%）" #［（!$ $!%）! %（ & $! $ $ & $! %）!］

（#）
因为常数系数对求导结果不产生影响，所以将（#）式
中的系数 #去掉，同时 $，% 用对应的 &$!’，&%!’代替，

并结合（&）、（!）式，便可得到一个考生作答一个项目
情况，若考察 ( 个考生和 ) 个项目（以下都考虑 (
个考生和) 个项目），则可得到如下式子，并取名为
平方根准则，简记为 *+,#-./0
*+,#-./0 ""

(

!" &
"
)

’ " &
［（ &$!! ’ $ &%!! ’）

! %（ +$!! ’ $ +%!! ’）
!］

（’）
这个式子已满足了等值的对称性要求［(］。

) 1 ! 对称相对熵等值方法（ *+,,-./01 2-34.05-
67./89+ 1/0.-/087，*261/0.）
同样地，由似然比检验

2!（$，%）" !"
/
$/ 38:（$/ 3 %/） （(）

略去常数项，同时 $，% 用&%!’，+%!’，&$!’，+$!’代替，则

可得到如下式子：

4（&$#&%）""
(

!" &
"
)

’ " &
（&$!’ 38:（&$!’ 3 &%!’）%

+$!’ 38:（+$!’ 3 +%!’））
称 4（&$# &%）为 ;<33=41> $ ?-0=3-/信息，又称为 &$

对 &% 的相对熵或 &$ 相对于 &% 的判别信息量，根据

等值的对称性，用作求取等值系数的相应式子如下：

*,5-./0 " 4（&$#&%）% 4（&%#&$） （@）
称（@）为对称相对熵准则式。
) 1) 加权等值方法（A-0:B.-C 1/0.-/087，A1/0.）
受 &67.89: 的卡方检验

"
!（$，%）""

/
（$/ $ %/）! 3 %/ （D）

的启发，再根据等值的对称性，得相应的求取等值系

数的加权准则（;6/<=06> -./06./7），并通过几步代数运
算后有：

;-./0 ""
(

!" &
"
)

’ " &
［（&$!’ $ &%!’）

!（& 3 &$!/ % & 3 &%!/ %

& 3 +$!’ % & 3 +%!’）］ （E）
实际上（E）式是 ?76@7.7 准则的加权式［@］。
# 新等值方法的比较———F87.- $ G4/38模拟研究
研究设计了一套模拟方法，模拟不同测验中同

一套锚题的不同估计值，模型中被试能力#&，#!，

⋯，#( 为一批固定的数，且服从标准正态分布 (（H，
&）。给定一组项目参数（7$’，@$’）以及等值系数 A（A
I H），B，再令 7C%’ " 7$’ 3 A，@C%’ " A@$’ % B，在 7C%’，@C%’
上分别添加一些误差，在 7C%’上添加独立同分布的

(（H，$!
&）的随机误差%（ D）

’&
，并且保证 7C%’ %%（ D）

’& 大于

H且小于 ! 1 ’；在 @C%’上添加独立同分布的 (（H，$!
!）

的随机误差%（D）
’! 。根据 FJ?KL?MN使用说明书［D］可

知，区分度的估计标准误差（*6）大部分记在 H 1H’ O
H 1&’之间，而难度的估计标准误差大部分在 H 1 & O
H 1!’之间，故取$& 在 & 3 !H O & 3 (之间，$! 在 & 3 &H O
& 3 #之间。令
7（ D）
%’ " 7C%’ %%（D）

’& ，@（ D）
%’ " @C%’ %%（ D）

’! D " &，!，⋯!
（&H）

同时还对 7%’@%’和 7（ D）
%’ ，@（ D）

%’ 进行检查，以保证它

们符合教育与心理测量学的意义（比如区分度大于

H的项目才有使用价值），对两组项目参数（ 7$’，@$’）
和（7（ D）

%’ ，@（ D）
%’ ）分别用 *P2K方法、*26方法、A方法

计算等值系数 Q，R，这时 Q，R与%（ D）
’&
，%（D）

’!
有关，记

为 A（ D），B（ D）。固定一种等值方法，可以得到一批

A（ D），B（D）（研究中取 ! " &HH），计算

2F*S " "
D

D " &
（（A（ D）$ A）! %（B（ D）$ B）!）3! D

（&&）
2F*S便是 F87.- G4/38 模拟中常用的偏离均方根
（/88. TU<4/- ,-47 C-504.087）准则［(，@］，它表示 Q，R的
估计值 Q（;），R（;）对真值 Q，R的恢复（/-185-/+）程度，
显然它的值越小越好。改变等值方法，可以得到相

应的 2F*S。将不同方法求出的等值系数的 2F*S
进行统计分析［E］（例如采用 A0318V87 符号秩检
验［&H］），看看不同等值方法在统计上是否有显著差

异。

首先，讨论!& " & W &H，!! " & W ( 时，对给定真值
（Q，R）的 &##个组合共 &##HH次模拟试验。用表格
形式来描绘各种等值方法在模拟试验中的表现情

况，以便从中找出一些规律，表格的第一行对应真值

R的取值，第一列对应真值 Q的取值，Q，R取值以步
长 H X&改变，每个（Q，R）的不同组合值都做了 &HH次
模拟试验。在每一组（Q，R）取值下，用 *P2K，*26，
A三种等值方法进行等值，求解出等值系数 Q（;），
R（;），并将它与真值作比较，计算 2F*S，再采用
A0318V87符号秩检验，比较各种方法的差异。将表
现最优的等值方法填入表 &对应的单元格中，表现
最优是指 2F*S最小并且在统计上有显著差异，若
各方法在统计上没有显著差异，对应单元格为空，得

到如下的表格。对于随机误差取值为!& " & W !H，!!
" & W &H和!& " & W &H，!! " & W (时的结果，分别放在附
录的表 )，表 #中。
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表 ! 随机误差取值中等（!! " ! # !$，!% " ! # &）的结果

’
( ) $*+ ) $*, ) $*% ) $*! $ $*! $*% $*, $*+

$*- ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01
$*& ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01
$*2 ./01 3 3 ./01 .04 ./01 3 3 3
$*5 3 3 3 3 3 ./01 3 ./01 ./01
$*6 3 ./01 3 3 3 3 ./01 3 3
!*$ ./01 ./01 ./01 3 3 .04 ./01 ./01
!*! ./01 ./01 ./01 3 3 ./01 ./01 ./01
!*% ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01 3 ./01
!*, ./01 ./01 ./01 ./01
!*+ ./01 .04 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01
!*- ./01 ./01 ./01 ./01
!*& ./01 ./01 ./01
!*2 ./01 ./01 ./01 ./01 ./01
!*5 ./01 ./01
!*6
%*$ ./01

为了能够给出一个清晰的轮廓，将研究结果用

表 %统计出来。
前已述及，在数据与分布相拟合时，三种等值方

法对应的检验统计量的渐近分布是相同的。而从表

%的统计中可以得知，对于 789:; <=>?8模拟数据（它
们与理论分布是拟合的）这三种等值方法是有差异

的，并且它们之间的差异根据随机误差取值的大小

而发生变化。我们认为虽然估计与假设检验有紧密

的关系，但估计和检验毕竟有差异的，检验是定性地

回答问题（拒绝还是接受），而估计通常是定量地回

答问题。如果样本 ! 点落在拒绝域之中（为简单起
见，设 "（!）!#），同时如果有另一个样本 !$，且检
验统计量的值 "（!$）!"（!），则 "（!$）!#，这时不
论 "（!$）与 "（!）相差多大，同样是拒绝原假设，即
!$与 ! 都落在拒绝域之类。但是作为估计量来讲，
"（!$）与 "（ !）的大小却可能是关注的焦点。所以
从这一角度来看，估计和检验尽管有很多联系，但它

们毕竟有差异。

表 % 各种等值方法表现最优的个数统计表

随机误差

等值方法 %&’"方法表现
最优的个数

%’(方法表现
最优的个数

)方法表现
最优的个数

无显著差异

个 数
合计

!! " ! * %$，!% " ! * !$ 5& $ %$ ,5 !++
!! " ! * !-，!% " ! * 5 5, ! !+ +& !++
!! " ! * !$，!% " ! * & &5 , %, -$ !++
!! " ! * &，!% " ! * + +% !% %2 &, !++
!! " ! * -，!% " ! * % !5 ,$ 22 !6 !++

另外，从表 !，附录中的表 ,和表 +的详细描述
中，可以发现这三种等值方法的差异不是杂乱无章

的，能够找到它们之间的规律，根据这种规律来合理

的选用等值方法。并且我们也作了大量的 789:; )
<=>?8模拟，发现它们在一定条件下比目前流行的等
值方法有更优的表现。
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附录

表 % 随机误差取值（!E R E S #$，!# R E S E$）的结果

L
T ! $&) ! $&% ! $&# ! $&E $ $&E $&# $&% $&)

$&’ ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1
$&" ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1
$&( ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1
$&* ?UK1 V ?UK1 ?UK1 V V ?UK1 V V
$&0 ?UK1 V V V ?UK1 ?UK1 ?UK1 V V
E&$ V V ?UK1 V V ?UK1 ?UK1 V V
E&E ?UK1 ?UK1 ?UK1 V ?UK1 ?UK1 ?UK1 V ?UK1
E&# ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1
E&% ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1
E&) V ?UK1 ?UK1 ?UK1 V ?UK1 ?UK1
E&’ ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1
E&" ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?UK1
E&( ?UK1 ?UK1
E&* ?UK1
E&0 ?UK1
#&$ ?UK1 ?UK1 ?UK1

表 ) 随机误差取值（!E R E S ’，!# R E S #）的结果

L
T ! $&) ! $&% ! $&# ! $&E $ $&E $&# $&% $&)

$&’ V V V V ?KF V V V V
$&" V V V V V V V V V
$&( V V V V V V V V V
$&* V V V V V V V V V
$&0 V V V V V V V V V
E&$ ?KF V V V V V V V V
E&E V V V V V V V V V
E&# V V V ?KF V V V ?KF ?KF
E&% ?KF V ?KF ?KF V ?KF V ?KF ?KF
E&) V V ?KF ?KF ?KF ?KF V V ?KF
E&’ ?KF ?KF ?KF ?KF V ?KF V ?KF ?KF
E&" ?UK1 ?UK1 ?UK1 V ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?KF ?UK1
E&( ?UK1 ?UK1 ?UK1 ?KF ?KF ?UK1
E&* ?UK1 ?KF ?UK1 ?KF ?UK1 ?KF
E&0 ?UK1 ?UK1 ?UK1
#&$ ?UK1
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（上接第 Q>页）
R S’:’$’)%( I *，T##B4"D( A，K’44"; U -L 0#)$3.46’D3)’,

4.’;#$"$% "$ 3F# O <.’4 O #,B;L U’2.4 U4.;.$3.B ’3 3(. V553(
7)4#2.’$ 0#$6.4.$D. #$ *.:.,#21.$3’, U;<D(#,#%<L S4’EWF，
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